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hnici de programare

1.1. Analiza algoritmilor

Prin analiza unui algoritm se identifica resursele necesare pentru executarea
algoritmului: timpul de executie si memoria. ~

Analiza algontmllor este necesard atunci cand existd mai multi algoritmi pentru rezolvarea
aceleiasi probleme si trebuie ales algoritmul cel mai eficient.

Eﬂamnta unui algcmtm este evaluata prin timpul necesar pentru executarea
algoritmului.

Pentru a compara — din punct de vedere al eficientei — doi algoritmi care rezolva aceeasi
problema, se foloseste aceeasi dimensiune a datelor de intrare — n (acelasi numar de
valori pentru datele de intrare).

Timpul de executie al algoritmului se exprima prin numarul de operatii de bazi
_ executate in functie de dimensiunea datelor de intrare: T(n).

Pentru a compara doi algoritmi din punct de vedere al timpului de executie, trebuie sa se stabi-
leasca unitatea de méasura care se va folosi, adica operatia de baza executata in cadrul algorit-
milor, dupa care, se numara de cate ori se executa operatia de baza in cazul fiecarui algoritm.

| : = Tt : i : T = g e : :
| Operatia de baza este o operatie elementara — sau o succesiune de operatii
‘1 elementare, a caror executie nu depinde de valorile datelor de intrare.

Exista algoritmi la care timpul de executie depinde de distributia datelor de intrare. Sa
consideram doi algoritmi de sortare a unui vector cu n elemente — algoritmu! de sortare
prin metoda selectiei directe si algoritmul de sortare prin metoda bulelor — si ca operatie
de baza comparatia. Daca, in cazul primului algoritm, timpul de executie nu depinde de
distributia datelor de intrare (modul in care sunt aranjate elementele vectorului inainte de

nx(n-1)

sortarea lui), el fiind T(n) = , In cazul celui de al doilea algoritm timpul de exe-

cutie depinde de distributia datelor de intrare (numarul de executii ale structurii repetitive

while depinde de modul in care sunt aranjate elementele vectorului inainte de sortare). In

c2zul in care numarul de executii ale operatiilor elementare depinde de distributia datelor

Je intrare, pentru analiza algoritmului se folosesc:

- timpul maxim de executie — timpul de executie pentru cazul cel mai nefavorabil de
distributie a datelor de intrare; in cazul sortarii prin metoda bulelor, cazul cel mai
nefavorabil este atunci cand elementele vectorului sunt aranjate in ordine inversa
decat aceea ceruta de criteriul de sortare;

— timpul mediu de executie — media timpilor de executie pentru fiecare caz de
distributie a datelor de intrare.

Deoarece, in analiza eficientei unui algoritm, se urmareste comportamentul lui pentru o
Zimensiune mare a datelor de intrare, pentru a compara doi algoritmi din punct de vedere

eficientei, este suficient sa se ia in considerare numai factorul care determina timpul de
xecutie — si care este denumit ordinul de complexitate.

{
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De exemplu, daca — pentru algoritmul de sortare, prin metoda selectiei directe — timpui de
nx(m-1) n’ n ; g ; ;
— =T ordinul de complexitate al algoritmului este

O(n ) deoarece in calcularea lui se ia n consxderare numai factorul determinant din
timpul de executie.

executie este T(n) =

In functie de ordinul de complexitate, existd urmatoarele tipuri de algoritmi: '

O(n) Algoritm liniar.
o™ Algoritm polinomial. Dacéd m=2, algoritmul este patratic, iar daca
(n”) e : ;
m=3, algoritmul este cubic.
Algoritm exponential. De exemplu: 2", 3" etc. Algoritmul de tip O(n!)
O(k") este tot de tip exponential, deoarece:
1x2x3xdx...xn > 2x2x2x..x2 = 2.
O(logn) Algoritm logaritmic.
O(nlogn) | Algoritm liniar logaritmic.

De exemplu, algoritmul de sortare prin metoda selectiei directe este un algoritm patratic.

Ordinul de complexitate este determinat de structurile repetitive care se executa cu multi-
mea de valori pentru datele de intrare. In cazul structurilor repetitive imbricate, ordinul de
ccmpiexxtate este dat de produsu! dintre numarul de repetxtu ale fiecarei structure repetmve

for (i=l;i<=n;i=i+k) {....} f(n)=n/k = O(n)=n Liniar
for (i=l;i<=n;i=i*k) {....} f(n)= logkn — O(n)= logn Logaritmic
for (i=n;i>=n;i=i/k) {....} f(n)= logxn — O(n)= logn Logaritmic
for (i=n;i<=n;i=i+p) {....} f(n)=(n/p)y*(n/q) = n2/(p*q) - Polinomial
for (j=n; j<=n;j=j+qg) {....} O(n)= n? patratic
for (i=n;i<=n;i=i++) {....} fin=1+2+3+ . +n =(n*(n+1))/2 > Polinomial
for (j=i; j<=n:j=j++) {....} O(n)=n’ patratic

g Determinall complexdiaiea urmaiorilor algoritmi si precizati tipul algoritmului.

e I Peniru fiecare aligoriim se va considera dimensiunea datelor de intrare — n.
a deferminarea valori minime dintr-un sir de numere;

nserarea unul element Indr-un vecior, dupa un element cu valoare precizatg;

sisrgersa din-un vecior 2 unui element cu valoare precizata,

sizbilirea daca un sir de numere contine numai numere distincte;

soriarea unul vecior folosind metoda bulelor;

caustarea unu element cu valoare precizata, intr-un vector nesortat;

cautarea unui element cu valoare precizata, Intr-un vector sortat;

determinarea tuturor permutarilor unei multimi de numere.

."P““!‘F&f‘!"
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1:.2. Metode de construire a algoritmilor

In functie de procesul de calcul necesar pentru rezolvarea unei probleme, existd urmatoarele
clase de probleme:

Generarea tuturor permutarilor unei multimi de numere este o probleméa de enumerare, cauta-
rea unei valori precizate Intr-un sir de numere este o problema de decizie, iar gasirea modalitatii
de plata a unei sume s cu un numar minim de bancnote de valori date este o problema de
optimizare.

Pentru rezolvarea aceleiagi probleme se pot folosi mai multe metode de construire a
algoritmilor. Ati invatat deja ca — pentru rezolvarea aceleiasi probleme — puteti folosi un:

- algoritm iterativ;

~> algoritm recursiv.

Solutiile recursive sunt mult mai clare, mai scurte si mai usor de urmarit. Alegerea
algoritmului recursiv in locul celui iterativ este mai avantajoasa in cazul in care solutiile
problemei sunt definite recursiv sau daca cerintele problemei sunt formulate recursiv.

Timpul de executie a unui algoritm recursiv este dat de o
formuld recursiva. De exemplu, pentru algoritmul de
calculare a sumei primelor n numere naturale, functia
pentru timpul de executie este prezentata alaturat, unde

©(1) reprezinta timpul de executie a unei operatii elementare de atnbmre a unei valon
sumei. Rezultd ca T(n)=(n+1)x0(1), iar ordinul de complexitate a algoritmului este O(n) la
fel ca si cel al algoritmului iterativ. In cazul implementarii recursive, fiecare apel al unui
subprogram recurent inseamna incé o zona de memorie rezervatd pentru executia sub-
programului (variabilele locale si instructiunile). Din aceastd cauza, in alegerea intre un
algoritm iterativ i un algoritm recursiv trebuie tinut cont nu numai de ordinul de complexi-
tate, dar si de faptul c&, pentru o adéncime mare a recursivitatii, algoritmii recursivi nu
mal sunt eficienti, deoarece timpui de executie creste, din cauza timpilor necesari pentru
mecanismul de apel si pentru administrarea stivei de sistem.

/eti invata noi metode de construire a algoritmilor — care va ofera avantajul ca prezinta
fiecare 0 metoda generala de rezolvare care se poate aplica unei clase de probleme:

-> metoda backtracking;

- metoda divide et impera;

- metoda greedy;

- metoda programarii dinamice.

~lecare dintre aceste metode de construire a algoritmilor se poate folosi pentru anumite clase
e probleme, iar in cazul n care — pentru aceeasi clasé de probleme — se pot folosi mai multe
metode de construire a algoritmilor, criteriul de alegere va fi eficienta algoritmului.
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1.3.1. Descrierea metodei backtracking

Metoda backiracking se poate folosi pentru problemele in care trebuie si se genereze toate
solutiile, o solutie a problemei putand fi data de un vector:
S ={x1, X2, ..., Xp}

ale carui elemente apartin, fiecare, unor multimi finite A;j (x;eA), iar asupra elementelor
unei solutii exista anumite restrictii specifice problemei care trebuie rezolvata, numite
conditii interne. Multimile Aj sunt multimi ale caror elemente sunt in relatii bine stabilite.
Multimile A;j pot sa coincida sau nu. Pentru a gasi toate solutiile unei astfel de probleme
folosind o metoda clasica de rezolvare, se executa urméatorul algoritm:
PAS1. Se genereaza toate elementele produsului cartezian Aq x Az x Az x ... X An.
PAS2. Se verifica fiecare element al produsului cartezian, daca indeplineste conditiile

interne impuse ca sa fie solutie a problemei.

Studiu de caz
Scop: identificarea problemelor pentru care trebuie enumerate toate solutiile, fiecare

solutie fiind formata din n elemente x;, care apartin fiecare unor multimi finite A; si care
trebuie sa respecte anumite conditii interne.

Enuntul problemei 1: S& se genereze toate permutarile multimii {1, 2, 3}.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatie de generare a 3 numere naturale din
multimea {1, 2, 3}, astfel incat numerele generate sa fie distincte (conditia interna a solu-
tiei). O solutie a acestei probleme va fi un vector cu 3 elemente: S = {x4,x2,x3}, in care
elementul x; reprezinta numarul care se va gasi, in permutare, pe pozitia i, iar multimea A;
reprezintd multimea numerelor din care se va alege un numar pentru pozitia i. In acest
exemplu, multimile Aj coincid. Ele au aceleasi 3 elemente, fiecare element reprezentand un
numar. Ai={1,2,3}=A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian A x Ag x A3 =Ax A x A = A3, adica multimea:
{(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,1), ..., (3,3,2), (3,3,3)}
dupa care se va verifica fiecare element al multimii daca este o solutie a problemei, adica
daca cele trei numere dintr-o solutie sunt distincte. Solutiile obtinute sunt:
{(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)}
Enuntul problemei 2: S4 se genereze toate aranjamentele de 2 elemente ale multimii {1, 2, 3}.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatile de generare a 2 numere naturale din
multimea {1, 2, 3}, astfel incat numerele generate sa fie distincte (conditia interna a solu-
tiei). O solutie a acestei probleme va fi un vector cu 2 elemente: S = {x4,x2}, in care
elementul xj reprezinta numarul care se va gasi in aranjament pe pozitia i, iar multimea A;
reprezinta multimea numerelor din care se va alege un numar pentru pozitia i. Si in acest
exemplu, multimile A; coincid. Ele au aceleasi 3 elemente, fiecare element reprezentand un
numar. Ai={1,2,3}=A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian A x Az = A x A = A2, adica multimea:

{(1.1), (1, 2), (1,3), (2,1), ..., (3.2), (3.3)}
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dupa care se va vern‘nca fiecare element al multimii, daca este o solutie a problemei,
adica daca cele doua numere dintr-o solutie sunt distincte. Solutiile obtinute sunt:

{(1,2), (1.3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2)}
Enuntul problemei 3: Sa se genereze toate combinérile de 2 elemente ale multimii {1, 2, 3}.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatile de generare a 2 numere naturale din multi-
mea {1,2,3}, astfel incat numerele generate sa fie distincte (conditia interna a solutiei),
iar solutiile obtinute sa fie distincte. Doud solutii sunt considerate distincte daca nu contin
aceleasi numere. O solutie a acestei probleme va fi un vector cu 2 elemente: S = {x4,x2},
n care elementul x; reprezintd numarul care se va gasi in combinare pe pozitia i, iar mulfi-
mea A reprezintd multimea numerelor din care se va alege un numar pentru pozitia i. Si in
acest exemplu, multimile A; coincid. Ele au aceleasi 3 elemente, fiecare element repre-
zentand un numar. Ai={1,2,3}=A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema ar insemna sa se genereze toate elementele
orodusului cartezian Ay x Ag =Ax A = K= , adica multimea:

(1), (1,2, (1.3), (2,1), - (3,2), (3,3)}
dupa care se va verifica fiecare element al mul’gimii dacé este o solutie a problemei, adica
daca cele doua numere dintr-o solutie sunt distincte si daca solutia obtinuta este distincta
de solutiile obtinute anterior. Solutiile obtinute sunt: {(1,2), (1,3), (2,3)}

Enuntul problemei 4: Sa se genereze toate permutéarile multimii {1,2,3,4} care indeplinesc
conditia ¢& 1 nu este vecin cu 3, si 2 nu este vecin cu 4.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatile de generare a 4 numere naturale din multimea
1 2 3, 4}, astfel incat numerele generate sa fie distincte, iar 1 s& nu se invecineze cu 3, si 2
nu se invecineze cu 4 (conditia interna a solutiei). O solutie a acestei probleme va fi un
ctor cu 4 elemente: S = {x4,X2,X3,X4}, In care elementul x; reprezintd numarul care se va
=si in permutare pe pozitia i, iar multimea A; reprezintd multimea numerelor din care se va

zlege un numdar pentru pozitia i. In acest exemplu, multimile A; coincid. Ele au aceleasi 4
slemente, fiecare element reprezentand un numar. A;j={1, 2, 3,4} = A

{1 (I) Qe

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
orodusului cartezian A x Ao x A3 x Ay =AxAxAxA= A adica multimea:
{(1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,1,3), (1,1,1,4), . (4443) (4444)}
Zupa care se va verifica fiecare element al multimii daca este o solutie a problemei, adica
Zaca cele patru numere dintr-o solutie sunt distincte si daca 1 nu se invecineazé cu 3, iar
Z cu 4. Solutiile obtinute sunt:
{(1,2,3,4), (1,4,3,2), (2,1,4,3), (2,3,4,1), (3,2,1,4), (3,41,2), (4,1,2,3), (4,3,2,1)}

Enuntul problemei 5: S& se aranjeze pe tabla de sah opt dame care nu se ataca intre
=le (problema celor 8 dame).

_erinia este de a enumera toate posibilitdtile de aranjare a 8 dame pe o tabld de sah cu
Zmensiunea 8x8 (8 linii i 8 coloane), astfel incat toate cele 8 dame sa nu se atace intre ele
-ondma mtema a solutte:) Deoarece nu se pot aran}a doua dame pe aceeasi coloana (s- ar
acestei probleme va fi un vector cu 8 elemente, S = {x4, X2,X3,X4,X5,X5,X7,x8} in care
siementul x; reprezinta numarul liniei pe care se va pune dama in coloana i, iar multimea A;
=prezintd multimea liniilor pe care se poate aranja dama din coloana i. Si in acest caz
muimile A; coincid. Ele au aceleasi opt elemente, fiecare element reprezentand un numar de
Ai={1,2,3,4,56,7,8}=A

h
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Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian A x Ag x Az x ... x Ag=AXxAxAx ... x A= A adica multimea:
{(1,1,1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1,1,2), (11 1,1,1,1,1,3), . (88888887) (88888888)}
dupa care se va verifica fiecare element al multimii, daca este o solutie a problemei, adica
daca cele opt numere dintr-o solutie pot reprezenta coloanele pe care pot fi aranjate
damele pe fiecare linie, astfel incat sa nu se atace intre ele. Solutiile obtinute sunt:
{(1,5,8,6,3,7,2,4), (1,6,8,3,7,4,2,5), (1,7,4,6,8,2,5,3), .. ,(83162574),
(8,4,1,3,6,2,7,5)}

Observatie. Metoda clasica de rezolvare a acestui tip de probleme necesita foarte multe
operatii din partea calculatorului, pentru a verifica fiecare element al produsului cartezian.
Presupunand (pentru simplificare) ca fiecare multime A;j are m elemente, atunci algoritrhul de
generare a elementelor produsului cartezian Jare complexitatea O(card(A4) x card{Az) x ... x
card(An)) = Q(m x m x m x ... x m) = O(m"). Considerand ca algoritmul prin care se vern‘" c3
daca un element al produsului cartezsan este o solutie a problemei (respecta conditia interna
a solutiei) are ccmp!exﬁatea O{p), atunci complex:tatea algoritmului de rezolvare a
problemei va fi O(pxm"). De exemplu, In algoritmul de generare a permutarilor, complexitatea
algoritmului de verificare a conditiei interne este data de complexitatea algoritmului prin care se
verifica daca numerele dintr-un sir sunt distincte. In acest algoritm, se parcurge sirul de m
numere — si pentru fiecare numar din sir — se parcurge din nou sirul pentru a verifica
daca acel numar mai exista in sir. Complexitatea algoritmului este data de cele dous-
structuri for imbricate: O(m™} > p = m>.

Metoda recomandata pentru acest gen de probleme este metoda backtracking sau meto-
da cautarii cu revenire — prln care se reduce volumul operatnfor de gaswe a tuturor solutiilor.

Prin metoda backtracking se obtin toate solutiile problemei, daca ele exista. Pentru
exemplificarea modului In care sunt construite solutiile, considerdam problema generarii
permutarilor multimii {1, 2, 3, ..., n} (A1=A2= ... =A=A={1,2,3, ..., n}).

PAS1. Se alege primul element al solutiei ca fiind primul element din multimea A. Tn
exemplu, x4=1, adica primul numar din permutare este 1.

PAS2. Se cauta al doilea element al solutiei (x2). Pentru a- gési, se parcurg pe rand ele-
mentele multimii A si, pentru fiecare element i al multimii, se verificd dacé respects
conditiile interne. Cautarea continud pana cand se gaseste primul element din
multimea A care indeplineste conditia internd, dup& care se opreste. In exemplu, se
cauta numarul de pe a doua pozitie a permutarii, verificAndu-se daca al doilea numar
din permutare este diferit de primul numér. Se parcurg primele doua elemente ale
multimii A si se gaseste elementul x2=2, dupa care procesul de céutare se opreste.

PAS3. Se cauta al treilea element al solutiei (x3). Cautarea va folosi acelasi algoritm de
la Pasul 2. In exemplu, se cautd numarul din pozitia a treia din permutare. Se
gaseste elementul x3=3.

PAS4. Presupunand ca s-au gasit primele k elemente ale solutiei, x1, X2, X3, ..., Xk, S&
trece la cautarea celui de al k+1-lea element al solutiei, xx+1. Cautarea se va face
astfel: se atribuie pe rand Iui xk+1 elementele multimii A, pana se gaseste primul
element i care indeplineste conditia interna. In exemplu, conditia interna este ca
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numdrul din pozitia k+1 a permutarii s& nu fie egal cu nici unul dintre numerele

din pozitille anterioare lui k+1. Pot s& apara doua situatii:

a. Existd un element i in multimea A, astfel incat xg+1 = i sa fie element al solutiei
problemei. In acest caz, se atribuie elementului xk+1 al solutiei valoarea i, dupa
care se verifica daca s-a gasit solutia problemei. In exemplu, presupunem ca pe
nivelul k+1 s-a gasit numarul 4. Se verificd daca s-au generat toate cele n
elemente ale multimii S, adica daca s-au gasit numere pentru toate cele n pozitii
din permutare (k=n). Daci s-a gasit solutia problemei, atunci se afigeaza solutia;
altfel, se cautd urmatorul element al solutiei, reluéndu-se operatiile de la Pasul 4.

b. S-au parcurs toate elementele multimii A si nu s-a gasit nici un element i care sa fie
elementul xg+1 al solutiei problemei. Inseamna ca trebuie sa revenim la elementul k
al solutiei — x. Asadar, se considera generate primele k-1 elemente ale solutiei: x4,
X2, ... Xk Si, pentru elementul xx al solutiei, se reia cautarea, cu urmatorut
element din multimea A, adica se reiau operatiile de la Pasul 4 pentru elementul
Xk al solutiei, insa nu cu primul element din multimea A, ci cu elementul din multi-
mea A care se gaseste imediat dupa cel care a fost atribuit anterior pentru elemen-
tul xi al solutiel. In exemplu, luand in considerare modul in care au fost generate
primele k numere ale permutarii, in pozitia k+1, orice numér s-ar alege, el mai
existd pe una dintre cele k pozitii anterioare, si se revine la elementul k, care presu-
punem c& are valoarea 3. Se genereaza in aceastd pozitie urmatorul numar din
multimea A (4) si se verifica daca el nu mai exista pe primele k-1 pozitii ale permu-
tarii, iar daca exista, se genereaza urmatorul element din multimea A (5) s.a.m.d.

PAS5. Algoritmul se incheie dupa ce au fost parcurse toate elementele multimii A pentru
elementul x4 al solutiei. In exemplu, algoritmul se incheie dupa ce s-au atribuit pe
rand valorile 1, 2, ..., n, elementului de pe prima pozitie a permutarii.

Generarea tuturor permutarilor multimii {1, 2, 3}

Au fost parcurse
toate elementele
od multimii A pen-
tru elementul x4 al solutiei.
:oserva'gie. Tn metoda backtracking, daca s-a gasit elementul xi al solutiei, elementului

con dma de contmuare a construirii solutiei — adica daca, prin atribuirea acelei valori, se
‘2 ajunge la o solutie finala pentru care condxtme interne sunt indeplinite.

Desenati diagramele pentru generarea prin metoda backtracking a:

a. tuturor aranjamentelor de 2 elemente ale multimii {1, 2, 3};

b. tuturor combinarilor de 2 elemente ale multimii {1, 2, 3};

= fwturor permutarilor multimii {1, 2, 3, 4} care indeplinesc condma ¢é 1 nu este vecin cu 3, si
2 nu este vecin cu 4.
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